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Ââåäåíèå. Ìîäåëè êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè ýôôåêòèâíî èñïîëüçóþòñß äëß
ìîäåëèðîâàíèß òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë, ñîñòàâëåííûõ èç áîëüøîãî êîëè÷å-
ñòâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè êîíòè-
íóàëüíûõ îñðåäíåííûõ ìîäåëåé òåðßåòñß èíôîðìàöèß ñòðóêòóðíîãî óðîâíß. Äëß
òîãî ÷òîáû ìîäåëèðîâàòü ñòðóêòóðíûå ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ ñòðóêòóðû, íå
îòêàçûâàßñü îò ïðåèìóùåñòâ êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé, ðàçðàáàòûâàþòñß îáîáùåí-
íûå êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îáîáùåííûå ìîäåëè, âêëþ÷àß êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
êëàññè÷åñêèå ìîäåëè, ìàòåìàòè÷åñêè áîëåå ãðîìîçäêè ïî ôîðìóëèðîâêå è ïðè ðå-
øåíèè íà èõ îñíîâå çàäà÷. Ïðåäñòàâëåííàß â ñòàòüå ôîðìóëèðîâêà ðåàëèçóåìîãî â
ïàêåòàõ ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé àëãîðèòìà èìååò öåëü îáåñïå÷èòü âîçìîæíî-
ñòè èñïîëüçîâàíèß êîìïüþòåðîâ, êàê äëß àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèß îáîáùåííûõ
ìîäåëåé, òàê è äëß ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèß çàäà÷ íà èõ îñíîâå, è òàêèì
îáðàçîì ðåøèòü ïðîáëåìû, âûçâàííûå óñëîæíåíèåì è ãðîìîçäêîñòüþ îáîáùåííûõ
ìîäåëåé, îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòè øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèß òàêèõ ìîäåëåé.
Íàñòîßùàß ñòàòüß ßâëßåòñß ïðîäîëæåíèåì, îáîáùåíèåì, çàâåðøåíèåì ñòàòüè
[1] àâòîðîâ.
1. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèß ìíîãîïîëåâûõ ìîäåëåé. Âûáèðàåòñß ìàêðîß-
÷åéêà ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êëàññè÷åñêîé ìîäå-
ëè â êà÷åñòâå ß÷åéêè âûáèðàåòñß ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà.
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Â ìíîãîïîëåâîì ïîäõîäå áàçîâàß ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè âêëþ÷àåò íåñêîëüêî ýëå-
ìåíòàðíûõ ß÷ååê.
Â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå äåëàåòñß ïîïûòêà îïèñàòü äåôîðìàöèîííûå õàðàêòå-
ðèñòèêè âñåõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé âåêòîð-ôóíêöèè, ðàçìåðíîñòü êî-
òîðîé ðàâíà êîëè÷åñòâó ñòåïåíåé ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ß÷åéêè [2, 3]. Ýòî ýôôåê-
òèâíîå ïðè ðåøåíèè áîëüøîãî êëàññà çàäà÷ ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå, îäíàêî, êàê
ïîêàçûâàåò ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç, ÷àñòî íå äàåò îñíîâû äëß àäåêâàòíîãî îïèñà-
íèß, íàïðèìåð, êîðîòêîâîëíîâûõ ýôôåêòîâ. Îñîáåííîñòüþ ìíîãîïîëåâîãî ïîäõîäà
ßâëßåòñß òî, ÷òî õîòß âñå ýëåìåíòû èäåíòè÷íû, ðåøåòêà ýëåìåíòîâ ðàçáèâàåòñß íà
N âçàèìîïðîíèêàþùèõ ïîäðåøåòîê, êîòîðûå ìàðêèðóþòñß ðàçëè÷íûìè öèôðàìè
n = 1, ..., N , è èñïîëüçóåòñß N âåêòîð-ôóíêöèé äëß îïèñàíèß äåôîðìàöèé ïîäðå-
øåòîê [1, 6, 7].
Ðèñ. 1: (a-ä). Ìîäåëèðóåìàß ñòðóêòóðíàß ñèñòåìà (à). Âàðèàíòû ìàðêèðîâîê ýëåìåí-
òîâ äëß ïîñòðîåíèß äâóõïîëåâûõ (á, â, ã) è ÷åòûðåõïîëåâîé (ä) ìîäåëåé
Äàëåå èíôîðìàöèß î ìàêðîß÷åéêå ôîðìàëèçóåòñß äëß êîìïüþòåðíîé âèçóàëè-
çàöèè ñèñòåìû è âîçìîæíîñòè åå êîìïüþòåðíîãî èñïîëüçîâàíèß ïðè ïîñòðîåíèè
äèñêðåòíîé ìîäåëè. Äëß ôîðìàëèçàöèè èñïîëüçóåòñß õîðîøî ðàçðàáîòàííàß è àë-
ãîðèòìè÷íàß ìåòîäèêà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [5].
Ñòðîßòñß äèñêðåòíûå óðàâíåíèß äèíàìèêè ýëåìåíòîâ ìàêðîß÷åéêè ñ ðàçëè÷-
íîé ìàðêèðîâêîé n = 1, ..., N .
Ðàññìàòðèâàåì òåëà Êîññåðà, äëß îïèñàíèß äåôîðìàöèé êîòîðûõ íåîáõîäèìî
çàäàíèå íå òîëüêî ñìåùåíèé ui, vi, íî è âðàùåíèé ϕi ñîñòàâëßþùèõ åãî ñòðóêòóð-
íûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 1a). Ïðèìåðàìè òàêèõ ñòðóêòóð ßâëßþòñß áàëî÷íûå êîíñòðóê-
öèè, ãðàíóëèðîâàííûå ñðåäû, èíòåðåñíûå â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèßõ ìàòåðèàëû
ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì ðàñøèðßòüñß
ïðè ðàñòßæåíèè, ìàòåðèàëû õèðàëüíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû.
Äëß ìàëûõ äåôîðìàöèé ïîòåíöèàëüíàß ýíåðãèß ñâßçè ýëåìåíòîâ m è k ïðèíè-
ìàåòñß â âèäå [4]
2Ek,mpot = K
k,m
n (um − uk)2 +Kk,ms [vm − vk − rk,m(ϕm + ϕk)/2]2+
+Gk,mr (ϕm − ϕk)2,
ãäå ui, vi - êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé, à ϕi - óãëû ïîâîðîòîâ ñòðóêòóðíûõ ýëå-
ìåíòîâ, rk,m- õàðàêòåðèçóþò äëèíû ñâßçåé, Kk,mn , Kk,ms , Gk,mr - æåñòêîñòè ñâßçåé
â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèßõ è ñîïðîòèâëåíèå âðàùåíèþ. Ïîòåíöèàë
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âçàèìîäåéñòâèß ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåííîãî âèäà èñïîëüçóåòñß ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ãðàíóëèðîâàííûõ ñðåä. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêîãî ïîòåíöèàëà ßâëßåòñß ïîòåíöèàëü-
íàß ýíåðãèß áàëî÷íîãî ýëåìåíòà â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [5]. Äðóãîé âàðèàíò
ïîòåíöèàëà, ïðèâîäßùåãî ê ìèêðîïîëßðíûì ìîäåëßì, äëß ñðåä ñ ÷àñòèöàìè êî-
íå÷íîãî ðàçìåðà ïðåäñòàâëåí â [7].
Êèíåòè÷åñêàß ýíåðãèß ÷àñòèö îïðåäåëßåòñß ñîîòíîøåíèåì
2Enkin =Mu˙
2
n +Mv˙
2
n + Iϕ˙
2
n,
ãäå M - ìàññà è I - ìîìåíò èíåðöèè ß÷åéêè.
×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèß äâèæåíèß n-é ÷àñòèöû, â ïàêåòå àíàëèòè÷åñêè
ñòðîèòñß ôóíêöèß Ëàíãðàíæà
Ln =
∑
m
[
Enkin − E(n,m)pot
]
,
ãäå ñóììèðîâàíèå ïðèíßòî ïî âñåì ÷àñòèöàì, êîòîðûå âõîäßò â êîíòàêò ñ ÷àñòèöåé
n.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèé ñèìâîëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß è óðàâíåíèé Ëà-
ãðàíæà ñòðîßòñß óðàâíåíèß äèíàìèêè äëß íàõîæäåíèß ïåðåìåùåíèé u[n]k,m (t),
v
[n]
k,m (t) è âðàùåíèé ϕ
[n]
k,m (t) n-ãî ýëåìåíòà.
Óðàâíåíèå ìîäåëè êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèß ñòðîèòñß çàìåíîé
wk±i,m±j (t)→ w (x± ih, y ± jh, t)
â äèñêðåòíûõ óðàâíåíèßõ äâèæåíèß è äàëåå çàìåíîé êîìïîíåíò âåêòîð ôóíêöèé
íà èõ ðàçëîæåíèß â ðßä Òåéëîðà ñ ó÷åòîì ïðîèçâîäíûõ íå âûøå âòîðîãî ïîðßä-
êà îòíîñèòåëüíî òî÷êè, äëß êîòîðîé âûïèñàíî óðàâíåíèå. Òî åñòü â äèñêðåòíûõ
óðàâíåíèßõ äâèæåíèß ïðîèçâîäèòñß çàìåíà
wk±i,m±j (t)→
Nx∑
r=0
Ny∑
p=0
(±ih)r
r!
(±jh)p
p!
∂r+pw (x, y, t)
∂xr∂yp
,
ãäå Nx +Ny ≤ 2.
Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñß 3N óðàâíåíèé äèíàìèêè N -ïîëåâîé
ìîäåëè äëß âåêòîð-ôóíêöèé îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé ñ êîìïîíåíòàìè un (x, y, t),
vn (x, y, t), ϕn (x, y, t), n = 1, ..., N .
2. Äâóõïîëåâûå ìîäåëè. Ðåàëèçàöèß îïèñàííîé ìåòîäèêè ïðè ïîñòðîåíèè
äâóõïîëåâûõ ìîäåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàðêèðîâêàì ÷àñòèö ðèñ. 1á è ðèñ.1â,
ïðåäñòàâëåíà â [1].
Ìîäåëè ñîäåðæàò øåñòü óðàâíåíèé, êîòîðûå â ëèíåéíîì ñëó÷àå ðàñùåïëßþòñß
íà äâå ãðóïïû. Ïåðâàß ãðóïïà óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèßìè êëàññè÷åñêîé
ìèêðîïîëßðíîé òåîðèè óïðóãîñòè [3]. Òî åñòü îáå äâóõïîëåâûå ìîäåëè ñîäåðæàò
êëàññè÷åñêóþ ìèêðîïîëßðíóþ ìîäåëü êàê ñîñòàâíóþ ÷àñòü è îáëàäàþò åå ñâîé-
ñòâàìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè äëèííîâîëíîâûõ ïîëåé. Îäíàêî óòî÷íßþò êëàññè÷å-
ñêóþ ìîäåëü ýòè ìîäåëè ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Èõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë è õàðàêòåð
óòî÷íåíèß ðàñêðûâàåòñß íà îñíîâå äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà.
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Àíàëèç óðàâíåíèé ïðîâîäèòñß íà îñíîâå ñðàâíåíèß ðåøåíèé äèñêðåòíûõ óðàâ-
íåíèé äèíàìèêè
u
[n]
k,m (t) = u˜n exp [i (ωt− khkx −mhky)] ,
v
[n]
k,m (t) = v˜n exp [i (ωt− khkx −mhky)] ,
ϕ
[n]
k,m (t) = ϕ˜n exp [i (ωt− khkx −mhky)]
è èõ êîíòèíóàëüíûõ àíàëîãîâ äëß ïîëåâûõ ìîäåëåé
un (x, y, t) = u˜nexp [i (ωt− kxx− kyy)] ,
vn (x, y, t) = v˜nexp [i (ωt− kxx− kyy)] ,
ϕn (x, y, t) = ϕ˜nexp [i (ωt− kxx− kyy)] .
Òðè äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè âîëí ñæàòèß, ñäâèãà è ìèêðîâðàùåíèé äèñ-
êðåòíîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñß â îáëàñòè âîëíîâûõ ÷èñåë 0 ≤ kx ≤ pi/h,
0 ≤ ky ≤ pi/h. Êëàññè÷åñêàß ìèêðîïîëßðíàß ìîäåëü äàåò äèñïåðñèîííûå ïîâåðõ-
íîñòè êâàäðàòè÷íî àïïðîêñèìèðóþùèå äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòåé äèñêðåòíîé
ñèñòåìû îêîëî òî÷êè kx = 0, ky = 0, òî åñòü â îáëàñòè äëèííûõ âîëí. Ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè êîðîòêèõ âîëí îäíîïîëåâàß ìîäåëü äàåò ñóùåñòâåííóþ ïîãðåøíîñòü
[4].
Øåñòü ïîâåðõíîñòåé äâóõïîëåâîé ìîäåëè â ñëó÷àå ðèñ. 1á îïðåäåëåíû â îáëàñòè
kx + ky ≤ pi/h, kx ≥ 0, ky ≥ 0. Òðè èç íèõ ßâëßþòñß äèñïåðñèîííûìè ïîâåðõíî-
ñòßìè êëàññè÷åñêîé îäíîïîëåâîé ìèêðîïîëßðíîé ìîäåëè è, ñîîòâåòñòâåííî, äàþò
õîðîøåå ïðèáëèæåíèå íà ýòîé îáëàñòè äëß äëèííûõ âîëí. Òðè äðóãèå ïîâåðõíî-
ñòè ïîñëå îòðàæåíèß îòíîñèòåëüíî ëèíèè kx = pi/2h, ky = pi/2h äàþò íà îáëàñòè
kx + ky ≥ pi/h, kx ≤ pi/h, ky ≤ pi/h êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ äèñïåðñèîííûõ
ïîâåðõíîñòåé äèñêðåòíîé ñèñòåìû äëß êîðîòêèõ âîëí ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè îêî-
ëî òî÷êè kx = pi/2h, ky = pi/2h.
Øåñòü ïîâåðõíîñòåé äâóõïîëåâîé ìîäåëè â ñëó÷àå ðèñ. 1â îïðåäåëåíû â îá-
ëàñòè 0 ≤ kx ≤ pi/2h, 0 ≤ ky ≤ pi/h. Òðè èç íèõ ßâëßþòñß äèñïåðñèîííûìè
ïîâåðõíîñòßìè êëàññè÷åñêîé îäíîïîëåâîé ìèêðîïîëßðíîé ìîäåëè. Òðè äðóãèå ïî-
âåðõíîñòè ïîñëå îòðàæåíèß îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè kx = pi/2h äàþò êâàäðàòè÷-
íóþ àïïðîêñèìàöèþ äèñïåðñèîííûõ ïîâåðõíîñòåé äèñêðåòíîé ñèñòåìû íà îáëàñòè
pi/2h ≤ kx ≤ pi/h, 0 ≤ ky ≤ pi/h äëß êîðîòêèõ âîëí ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè îêîëî
òî÷êè kx = pi/2h, ky = 0.
Äâóõïîëåâàß ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàß ìàðêèðîâêå ðèñ. 1ã àíàëîãè÷íà îïè-
ñàííîé âûøå ìîäåëè ðèñ. 1â. Îíà òàêæå ñîäåðæèò îäíîïîëåâóþ ìèêðîïîëßðíóþ
ìîäåëü è äîïîëíèòåëüíóþ ìîäåëü, óòî÷íßþùóþ åå â îáëàñòè êîðîòêèõ âîëí ñ âîë-
íîâûìè âåêòîðàìè îêîëî òî÷êè kx = 0, ky = pi/2h.
3. ×åòûðåõïîëåâàß ìîäåëü. ×åòûðåõïîëåâàß ìîäåëü ñòðîèòñß ðåàëèçàöèåé
ñôîðìóëèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïðè ðàçáèåíèè ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû íà ÷åòûðå
ïîäðåøåòêè ñ îáîçíà÷åíèåì ÷àñòèö, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 1ä. Ìîäåëü âêëþ÷àåò
12 óðàâíåíèé. Ââåäåíèåì çàìåí
U1 =
1
4
[u1 + u2 + u3 + u4] , U2 =
1
4
[−u1 + u2 − u3 + u4] ,
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Ðèñ. 2: Äèñïåðñèîííàß ïîâåðõíîñòü ìèêðî-âðàùàòåëüíûõ âîëí ìîäåëèðóåìîé äèñêðåò-
íîé ñèñòåìû (êîíòóð íàä ãðàíèöåé) è àïïðîêñèìèðóþùèå ïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííûå
íà îñíîâå ÷åòûðåõïîëåâîé ìîäåëè
U3 =
1
4
[−u1 + u2 + u3 − u4] , U4 = 14 [−u1 − u2 + u3 + u4]
è àíàëîãè÷íûõ çàìåí vk, ϕk íà Vk, Φk ñèñòåìà ðàñùåïëßåòñß íà ÷åòûðå ãðóïïû èç
òðåõ óðàâíåíèé. Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíà ãðóïïà óðàâíåíèé  óðàâíåíèß
ìèêðîïîëßðíîé ìîäåëè [3], à òðè äðóãèå ãðóïïû  ýòî äîïîëíßþùèå èõ óðàâíåíèß
ïðåäñòàâëåííûõ âûøå òðåõ âàðèàíòîâ äâóõïîëåâûõ ìîäåëåé.
Ñîîòâåòñòâåííî 12 äèñïåðñèîííûõ ïîâåðõíîñòåé ÷åòûðåõïîëåâîé ìîäåëè, îïðå-
äåëåííûõ íà îáëàñòè 0 ≤ kx ≤ pi/2h, 0 ≤ ky ≤ pi/2h, âêëþ÷àþò ÷åòûðå ãðóïïû ïî-
âåðõíîñòåé. Ïåðâóþ ãðóïïó ñîñòàâëßþò äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè êëàññè÷åñêîé
ìèêðîïîëßðíîé ìîäåëè, àïïðîêñèìèðóþùèå ïîâåðõíîñòè äèñêðåòíîé ìîäåëè íà
ýòîé äëèííîâîëíîâîé îáëàñòè G0 (ðèñ. 2). Òðè äðóãèå ãðóïïû  äîïîëíèòåëüíûå ê
íèì ïîâåðõíîñòè äâóõïîëåâûõ ìîäåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàðêèðîâêàì, ïðåäñòàâ-
ëåííûì íà ðèñ. 1á, â, ã, êîòîðûå ïîñëå îòîáðàæåíèß ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî
ïðßìîé kx = pi/2h, ky = pi/2h è ïëîñêîñòåé kx = pi/2h, ky = pi/2h àïïðîêñèìè-
ðóþò äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè äèñêðåòíîé ñèñòåìû íà îáëàñòßõ G1, G2, G3.
Ñ öåëüþ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà äèñïåðñèîííàß ïîâåðõíîñòü ìèêðî-
âðàùàòåëüíûõ âîëí (êîíòóð íàä ãðàíèöåé) ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû [4] è àïïðîê-
ñèìèðóþùèå ïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ÷åòûðåõïîëåâîé ìîäåëè.
Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì äëß êîìïüþòåðíîãî ïîñòðîåíèß
â ïàêåòàõ ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìû ìíîãîïîëåâûõ ìî-
äåëåé ñðåä Êîññåðà. Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ïàêåòå Maple. Ïîñòðîåíû òðè âèäà
äâóõ-ïîëåâûõ ìîäåëåé. Îíè ñîäåðæàò óðàâíåíèß êëàññè÷åñêîé îäíîïîëåâîé ìîäå-
ëè Êîññåðà è äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèß, óòî÷íßþùèå êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü Êîñ-
ñåðà ðàçëè÷íûì îáðàçîì ïðè ìîäåëèðîâàíèè äåôîðìàöèé êîðîòêîâîëíîâîãî òèïà.
×åòûðåõïîëåâàß ìîäåëü îáúåäèíßåò ìîäåëü Êîññåðà è òðè ïðåäñòàâëåííûå äâóõ-
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ïîëåâûå ìîäåëè â îäíó è ìîæåò ïðèìåíßòüñß äëß ìîäåëèðîâàíèß êàê äëèííûõ,
òàê è êîðîòêèõ âîëí ðàçëè÷íîãî òèïà.
Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Àëåêñåþ Íè-
êèôîðîâè÷ó Êóäèíîâó çà ïîääåðæêó, âíèìàíèå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèß.
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